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Resumo

Neste relatorio sao apresentados resultados relacionados & Condigoes de Otimalidade
com restrigoes de igualdade e também as principais propriedades com respeito ao Quociente
de Rayleigh. Para o desenvolvimento tedrico sao explorados e apresentados as defini¢oes
necessarias para a compreensao de resultados sobre Autovalores e Autovetores, Diagonaliza-
¢ao, Diagonalizacao Ortogonal, Covariancia e Matriz de Covariancia e Formas Quadraticas.

Os principais Teoremas e Corolarios sao demonstrados. Apos a apresentacao dos principais
resultados relacionados aos assuntos mencionados, é apresentada uma ferramenta da Analise
de Dados Multivariados ADM, a Anéalise de Componentes Principais.



Abstract

In this report we present the results related to Optimality Conditions with equality
constraints and also the mais properties with respected to the Quotient Rayleigh. For the theo-
retical development are explored and presented the definitions necessary for the understanding
of results on Eigenvalues and Eigenvectors, Diagonalization, Orthogonal Diagonalization, Co-
variance and Covariance Matrix and Quadratic Forms.

The main theorems and corollaries are stated. After the presentation of the main results re-
lated to the subjects mentioned, is presented a tool Multivariate Data Analysis ADM, Principal
Components Analysis.
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Capitulo 1

Introducao

Este relatorio expoe assuntos relacionados aos problemas de Otimizacao Quadratica. O pro-
jeto teve como objetivo principal a capacitacao com modelos de Otimizacao Quadrética, com
ou sem restricoes de factibilidade. Apresentam-se os principais Teoremas e Corolarios rela-
cionados ao Quociente de Rayleigh, Autovalores e Autovetores, Diagonalizagao, Diagonalizagao
Ortogonal, Covariancia e Matriz de Covariancia e Formas Quadraticas.

Inicialmente discute-se um problema classico relacionado a conjunto de dados coletados e
as possiveis variaveis latentes que poderao ser suficientes para a explicacao do fendmeno rela-
cionado ao contexto. Ao longo do relatoério, é apresentado o arcaboucgo tedrico necessario para a
resolucao do problema, com énfase nas Condicées de Otimalidade, onde os principais Teoremas
sao explanados juntamente com as definicoes necessériias para entendimento do assunto.

Como aplicagao alcangou-se o entendimento de uma das ferramentas da Analise de Dados
Multivariados (ADM): a Anélise de Componentes Principais (PCA). O projeto foi dividido
inicialmente em trés etapas. A primeira delas consistiu no amadurecimento tedrico para a
compreensao de modelos de otimizacao quadrética; a segunda consistiu na coleta de dados
para simulacao em softwares para confirmacao dos resultados teoricos, e na tltima tratou-se da
interpretacao dos resultados obtidos.

Para uso da ferramenta, utilizaram-se as notas das Escolas de Samba do Grupo Especial do
Rio de Janeiro de 2013 e aplicamos Componentes Principais para realizar interpretacoes sobre
as notas dos jurados.

O conjunto de dados assim como o ferramental teérico estudado encontram-se neste relatorio.



Capitulo 2

Desenvolvimento

2.1 Apresentacao do problema

Na analise estatistica de dados descritos por variaveis aleatoérias x1,...,x,, é frequente-
mente importante tentar achar um pequeno conjunto de fatores que explicarao os resultados
experimentais. Se as médias das variaveis x; sdao, por hipotese, nulas, e se S é a matriz de
ordem n chamada matriz de covariancia, cujo (i-j)-ésimo elemento s;; mede a média de z;x;,
um método usual é procurar uma nova variavel y; como combinacao linear:

Y = aQ1X1 + ...+ AnTy

das variaveis antigas, de modo que a variancia:

n n

E E aiajsij

i=1 j=1

de y; seja tao grande quanto possivel, estando sujeita a restri¢ao técnica de que a?+...+a? =1
(Ben Noble, 1988). Se a representar um vetor coluna com componentes ag,...,a, entao a
afirmativa matematica deste problema de estatistica se torna:
Mazimize(a, Sa) = a* Sa (2.1)
Sujeito a (a,a) =1

Para que se possa encontrar a solucao deste problema, serao investigadas as condicoes
de otimalidade para um problema de otimizacdo. A solucdo pretendida foi estudada usando
propriedades da Analise Matematica, Programacdo Nao-Linear, Algebra Linear e Estatistica
Multivariada.

2.2 Autovalores e Autovetores

Nesta secao descreve-se sobre autovalores e autovetores objetivando utilizar alguns resulta-
dos fundamentais & construcao da solucao para o problema descrito na Secao 2.1.

Definigao 2.2.1 Se A é uma matriz de ordem n, entao um vetor nao nulo x € R"™ é chamado
um autovetor de A se Ax é um maltiplo escalar de x, ou seja,

Az = \z



para algum escalar X € R . O escalar X é chamado autovalor de A e dizemos que x é um
autovetor associado a \.

Em R? e R? | a multiplicagao pelo operador A associa cada autovetor x de A (se houver)
a um vetor de mesma direcao. Dependendo do sinal e da magnitude do autovalor associado A
a x, o operador linear Az = Az "comprime"ou "estica"x por um fator A, invertendo o sentido
no caso em que A for negativo. Para encontrar os autovalores de uma matriz A de ordem n,
reescreve-se Ar = Az como:

Ax = Mz,
ou equivalentemente,
(A— M)z =0

Nesse sentido para A ser um autovalor é necessario que o sistema acima admita uma solugao
nao nula. Esse sistema tem solugdo se, e somente se, det(A — AI) = 0 (Anton e Rorres, 2001).
Esta equacao é a equacdo caracteristica de A; os escalares que satisfazem esta equacao sao os
autovalores de A. Quando expandido, o determinante det(A — A\I) é um polinémio em A e é
definido como polinémio caracteristico de A.

Se A é uma matriz de ordem n, entao o poliné6mio caracteristico de A tem grau n e coeficiente
de A" é (—1)" (Anton e Rorres, 2001), ou seja, o polindmio caracteristico de uma matriz de
ordem n é da forma:

pA) = (=1)" A" + kA" R A+ R

Pelo Teorema Fundamental da Algebra segue que esta equacio tem no maximo n solucdes
distintas, de modo que uma matriz de ordem n tem no maximo n autovalores distintos.

Agora que ja foi mostrado como encontrar autovalores, passa-se ao problema de encontrar
autovetores. Os autovetores de A associados & um autovalor A sao os vetores nao nulos que
satisfazem Ax = Azx. Equivalentemente, os autovetores associados a A sao os vetores nao nulos
no espago solugio de (A— AIl)z = 0. Chamamos este espaco de auto-espaco de A associado a .

Portanto as solucoes nao nulas desse sistema sao os autovetores de A associados ao autovalor
A

2.3 Diagonalizacao
O objetivo desta secao, é mostrar que os dois problemas a seguir sao equivalentes.
1. Dada uma matriz A de ordem n, existe uma base de R" consistindo de autovetores de A?

2. Dada uma matriz A de ordem n, existe uma matriz invertivel P tal que P~'AP = D
onde D é uma matriz diagonal?

Para o problema 2 necessita-se da definicao seguinte:

Definigcao 2.3.1 Uma matriz quadrada A € dita diagonalizdvel quando existir uma matriz in-
vertivel P tal que P~*AP = D onde D €é uwma matriz diagonal; dizemos entio que P “diago-
naliza” A.

O seguinte teorema mostra que o problema de conseguir uma base de autovetores e o prob-
lema da diagonalizacao sao equivalentes.



Teorema 2.3.1 Se A ¢ uma matriz de ordem n, entao as sequintes afirmacoes sao equivalentes:
a) A € diagonalizdvel.
b) A tem n autovetores linearmente independentes.

Demonstracao: "a"="b". Como por hipotese A é diagonalizavel, entao existe uma matriz:

P11 P12 - Pin

p p o Pon
po |

Pn1 Pn2 *°° Dnn

invertivel, tal que P~1AP é diagonal, P"'AP = D , onde :

M O - 0
0 X -+ 0
0 0 - X\,

Segue da formula P~1AP = D que AP = PD, ou seja,

Pi1 P12 - DPin A0 - 0 Aip11 Aepiz 0 AnDin
D21 P22t DPon 0 A -+ 0 _ AiD21 AaPa2 cc ApDon

AP =

Pn1 Pn2 *°° DPnn 0 0o - )\n Alpnl >\2pn2 T )\npnn
Se os vetores-coluna de P forem denotados por Pi, P, ..., P,, se tem que as sucessivas

colunas de AP sao \{ P, \aP,, ..., A\, P,. No entanto, as sucessivas colunas de AP podem ser
representadas por AP, AP,, ..., AP,. Assim:

APy = M P, APy = Mo Do, ..., AP, = \,, P,

Como P é invertivel, seus vetores-coluna sao todos nao nulos, assim sendo temos que

A, A2, ..., A, sa0 autovalores de A e que Pp, Py, ..., P, sao os autovetores associados. Como
P & invertivel, temos que Py, Py, ..., P, sdo linearmente independentes (Anton e Rorres, 2001).
Portanto, A tem n autovetores linearmente independentes.
"b"="a". Suponha que A tem n autovetores linearmente independentes Py, Ps, ..., P, com
autovalores associados Ay, Ag, ..., A\, € seja
Pi1 P12 - Pin
p_ p'21 p'22 : p?n
Pn1 Pn2 - DPnn
a matriz cujos vetores-coluna sao Py, Ps, ..., P,. Os vetores-coluna de AP sao AP, AP,, ..., AP,,

mas AP, = M P, AP, = \o P, ..., AP, = A\, P,, de modo que:

AP A2piz 0 AnDin P11 P12 - DPin A0 - 0
AP — )\11.021 /\2?22 : An?2n _ p.21 ]{22 : p?n 0 /\.2 : 0 _PD
/\lpnl A2p'r12 e )\np’rm Pn1 Pn2 " DPnn 0 0 e )\n
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onde D é uma matriz diagonal com autovalores A\, Ao, ..., A\, na diagonal principal. Como os
vetores-coluna de P sao linearmente independentes, P ¢ invertivel (Anton e Rorres, 2001), assim
sendo pode-se reescrever AP = PD como sendo P~*AP = D , ou seja, A ¢ diagonalizével.

Teorema 2.3.2 Sewvy, v, ..., v sao autovetores de A associados a autovalores distintos Ay, Ao, . . .
Ak, entao {vi,vq,... vk} € um conjunto linearmente independente.

Demonstracao: Sejam vy, v, ..., v, autovetores de A associados a autovalores de A distin-
tos A1, Ag, ..., A\p. Serd suposto que vy, vs,..., v, sao linearmente dependentes e obter uma
contradi¢ao. Assim pode-se concluir que vy, vq, ..., v, s2o linearmente independentes.

Como um autovetor é por defini¢gdo nao nulo, tem-se que {v;} é linearmente independente.
Seja r o maior inteiro tal que {vy, vy, ..., v,} € linearmente independente. Como por hipotese
{v1,v9,...,v;} é linearmente dependente, r satisfaz 1 < r < k. Além disto, pela defini¢ao de r,
{v1,v9,...,0p, U1} € linearmente dependente. Assim, existem escalares ¢y, ca, ..., ¢y, ¢ NAO
todos nulos tais que:

vy 4 oy + .o U =0 (2.2)

multiplicando ambos os lados de (2.2) por A e usando

Av1 = )\1'111, A’Ug = )\21]2, R ,AUT+1 = )\T+1’U7«+1

é obtido:

cl)\lvl + CQ)\QUQ + ...+ Cr-i—l)\r—&—lvr-l—l =0 (23)

multiplicando ambos os lados de (2.2) por A,;; e subtraindo a equagao resultante de (2.3),
tem-se:

Cl(/\l — /\r+1)U1 + CQ()\Q — )\T+1)U2 + ...+ CT(/\T - /\T+1)UT =0

Como {vy, v, ...,v,} é linearmente independente, esta equagao implica que:
Cl<)\1 — )‘7”+1) = CQ(/\Q - Ar—l—l) = ...= Cr(/\r - )‘7”+1) =0
e como A, Ao, ..., A\; sdo distintos, segue-se que:
61:C2:...:CTIO (24)

substituindo estes valores em (2.2) teremos:

Cr41Ur41 = 0

como o autovetor v,,; é nao-nulo, segue-se que:

Cry1 = 0 (25)

As equagoes (2.4) e (2.5) contradizem o que foi suposto a respeito destas constantes, a saber,
que os escalares ¢y, co, ..., .41 Na0 sao todos nulos.

|

Teorema 2.3.3 Se uma matriz A de ordem n tem n autovalores distintos, entao A ¢é diago-
nalizdvel.
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Demonstracao: Se {vy,vq,...,v,} sdo autovetores associados aos autovalores distintos
A1, A2, ..y A, entao pelo Teorema 2.3.2 o conjunto {vy,vg, ..., v,} é linearmente independente.
Assim sendo A é diagonalizavel pelo Teorema 2.3.1.

2.4 Diagonalizacao Ortogonal

Nesta secao, sera feito um estudo sobre diagonalizacao ortogonal, tendo em vista o uso dos
resultados para a elaboragao da resposta ao problema apresentado na primeira secao.

Definicao 2.4.1 Seja A uma matriz de ordem n e P uma matriz de ordem n e ortogonal. Se
P7'AP = PTAP ¢ uma matriz diagonal, entdo dizemos que A é ortogonalmente diagonalizdvel
e que P diagonaliza A ortogonalmente.

Para a Definicao 2.4.1, tem-se duas questoes a considerar:
a) Quais matrizes sao ortogonalmente diagonalizaveis?
b) Como encontrar uma matriz ortogonal que efetue tal diagonalizacao?

Com relagao a primeira questao, observa-se que nao existe maneira de diagonalizar A ortogonal-
mente a menos que A seja simétrica (ou seja A = AT) (Anton e Rorres, 2001). Para vericagao
desta afirmagao, suponha que:

PTAP =D

onde P é uma matriz ortogonal e D é uma matriz diagonal. Como P é ortogonal PPT =
PTP =Te,

A= PDPT
e como D ¢ diagonal, tem-se que D = DT e transpondo ambos os lados
AT = (PDPTYT = (PTYTDTPT = PDPT = A

e portanto A é simétrica.
O proximo teorema mostra que qualquer matriz simétrica, é de fato, ortogonalmente diag-
onalizavel.

Teorema 2.4.1 Se A é uma matriz de ordem n, entdo as sequintes afirmacoes sao equivalentes:
a) A é ortogonalmente diagonalizdvel;
b) A tem um conjunto ortonormal de n vetores;
c) A é simétrica.

Demonstracao: "a"="b". Como A ¢ ortogonalmente diagonalizével, existe uma matriz or-
togonal P tal que PT AP é diagonal. Como foi mostrado no Teorema 2.3.1, os n vetores-coluna
de P sao autovetores de A. Como P é ortogonal, estes vetores-coluna sao ortonormais de modo
que A tem n autovetores ortonormais.

"b"=-"a". Suponha agora que A tenha um conjunto ortonormal de n autovetores {p1, p2, ..., pn}
Como foi mostrado na demonstragao do Teorema 2.3.1, a matriz P que tem estes autovetores

12



como colunas, diagonaliza A, como estes vetores sao ortonormais, P é ortogonal e, portanto
diagonaliza A ortogonalmente.

"a"="c¢". Na prova em que "b"=-"a", foi mostrado que uma matriz A de ordem n que é
ortogonalmente diagonalizavel, é ortogonalmente diagonalizavel por uma matriz P de ordem n
cujas colunas formam um conjunto ortonormal de autovetores de A. Seja D a matriz diagonal
tal que:

D =P tAP
assim,
A=PDP'ouA=PDP?
jd que P é ortogonal. Segue-se que,
AT = (PDPTYT = PDPT = A
0 que mostra que A é simétrica.

O proximo teorema, mostra uma caracteristica das matrizes simétricas, com respeito aos
autovalores.

Teorema 2.4.2 Se A € uma matriz simétrica, entao:
a) Os autovalores de A sdo reais;

b) Autovetores associados a auto-espagos diferentes sio ortogonais.

Demonstracao: "a". Para a demonstragdo deste teorema, vamos considerar V um espaco

vetorial sobre F, onde F = R ou F = C. Assim sendo, o produto interno é uma aplicacao
vV xV — T que satisfaz:

1. p(a,a) > 0;a #0
pla,B) = o(B,a)
pla,B+7) = p(a, B) + p(a,7)

p(Aa, B) = Ap(a, §)

Agora considere Av = v, onde A € C e A é simétrica. Usando a seguinte expressao, tem-se:

- W

Mv,v) = (v, v) = (Av,v) = (v, ATv) = (v, Av) = (v, \Ww) = Av,v) = Mo, v) = A(v,v)

Como um autovetor é ndo-nulo, tem-se que (v,v) > 0 e A(v,v) = X\v,v) implica A = X o
que acontece se, e somente se A € R.

"b". Sejam vy, vy associados a autovalores distintos A\;, Ay da matriz A, respectivamente.
O objetivo é mostrar que (vi,v9) = 0. A prova disto inclui a vantagem de comecar com a
expressao (Avy, vg), usando a simetria de A tem-se:

<AU1,U2> = <U1,A’U2>

como v; ¢ autovetor de A associado a \; e vy & autovetor de A associado a Ay, segue-se que a
relagao:

<)\1U17 U2> = <vlu )\2U2>

que pode ser reescrita como:
()\1 — )\2)(1)1,U2> =0

como por hipdtese A\; e Ay sdo distintos, temos que A\; — Ay # 0 e portanto (vy,ve) = 0.

13



Capitulo 3

Covariancia e Matriz de Covariancia

Neste capitulo sera feito um estudo sobre Variancia e Matriz de Covariancia, com o intuito
de melhor compreensao para a resolucao de problemas que envolvem analise de dados.

3.1 Tipos de Variaveis

De modo geral, para cada elemento investigado numa pesquisa, tem-se associado um (ou
mais de um) resultado correspondendo a realizagdo de uma caracteristica (ou caracteristicas).
Algumas varidveis, como estado civil, grau de escolaridade e nacionalidade, apresentam como
possiveis realiza¢oes uma quantidade (ou atributo) do individuo pesquisado, ao passo que out-
ras, como nimero de filhos, salario, idade, apresentam como possiveis realizacoes nimeros
resultantes de uma contagem ou mensuracao. As variaveis do primeiro tipo sdo chamadas
qualitativas, e as do segundo tipo, quantitativas.

Dentre as variaveis qualitativas, ainda pode-se fazer uma distin¢ao entre dois tipos: var-
iavel qualitativa nominal, para qual nao existe nenhuma ordenagao nas possiveis realizacgoes, e
variavel qualitativa ordinal, para o qual existe uma ordem para os resultados. A nacionalidade
por exemplo, é um caso de varidvel qualitativa nominal, enquanto que grau de escolaridade
é um caso de varidvel qualitativa ordinal, visto que ensinos fundamental, médio e superior
correspondem a uma ordenacao baseada no niimero de anos de escolaridade completos.

De modo analogo, as variaveis quantitativas podem sofrer uma classificacao:

a) Variaveis quantitativas discretas, cujos possiveis valores formam um conjunto finito ou
enumeravel de ntimeros, e que resultam, frequentemente, de uma contagem, como por
exemplo o nimero de filhos (0,1,2,...);

b) Variaveis quantitativas continuas, cujos possiveis valores pertencem a um intervalo de
niimeros reais e que resultam de uma mensuracao, como por exemplo estatura e massa
de um individuo.

A distribuigao de frequéncias é um instrumento importante para avaliarmos a variabilidade
das observacoes de um fenomeno aleatorio. A partir dessas frequéncias observadas podemos
calcular medidas de posicao e variabilidade, como média, variancia, e etc. Essas frequéncias e
medidas calculadas a partir dos dados sao estimativas de quantidades desconhecidas, associadas
em geral a populacoes das quais os dados foram extraidos na forma de amostras. Em particular
as frequéncias sao estimativas de probabilidades de ocorréncias de certos eventos de interesse.

Com suposicoes adequadas, e sem observarmos diretamento o fendmeno aleatério de inter-
esse, podemos criar um modelo tedrico que reproduza de maneira razoavel a distribuicao das
frequéncias, quando o fendmeno é observado diretamente. Tais modelos sao chamados modelos
probabilisticos.
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Definicao 3.1.1 Para cada experimento €, o espaco amostral € o conjunto de todos os resul-
tados possiveis para € que serd denotado por §2

Definicao 3.1.2 Um evento é um subconjunto do espaco amostral ). Isto significa dizer que
o proprio espaco amostral constitui um evento, bem como o € o conjunto vazio ©. Qualquer
resultado individual também pode ser tomado como um evento.

Definicao 3.1.3 Dois eventos A e B sao denominados mutuamente excludentes, se eles nao
puderem ocorrer juntos, ou seja, AN B = Q.

Definicao 3.1.4 Seja € um experimento. Seja ) o espaco amostral associado @ €. A cada
evento w serd associado um numero real representado por P(w) e denominado probabilidade de
w, que satisfaca as sequintes propriedades:

1. 0< Pw) <1
2. P(Q)=1

3. Se wy,wa,...,wy,... forem, dois a dois, eventos mutuamente excludentes, entao:

P(UZywi) = > Pluw;)

De modo geral, se A for qualquer evento de €2, entao

P(A) =) Pw),

wj cA

Definicao 3.1.5 Chama-se funcao de probabilidade da varidvel aleatoria discreta X, que as-
sume o0s valores x1,Ta, ..., Tn,... ¢ funcdo {(z;,p(z;)),i = 1,2,...}, que a cada valor de z;
associa a sua probabilidade de ocorréncia, isto €,

plr;)) =P(X =z;)=p;,i=1,2,...

3.2 Valor Médio de uma Variavel Aleatoria

Serd introduzido agora o conceito de valor médio, variancia e desvio padrao.

Definicao 3.2.1 Dada uma varidvel aleatoria X discreta, assumindo os valores xi,xo, ..., Ty,
chamamos o valor médio ou esperanca matemdtica de X ao valor:

Definicao 3.2.2 Chama-se de varidncia da varidvel aleatoria X o valor:

n

Var(X) = Z[% — BE(X)Pp;

i=1

O desvio padrao de X, dp(X), € definido como o mddulo da raiz quadrada da varidncia.
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Uma variavel aleatoria X pode assumir um ntmero infinito de valores, porém enumerével,
de valores x1,xs,...,x,,... com probabilidades pi,ps,...,pn,... tal que cada p; > 0 e a soma
de todos os p; seja 1. Nesse caso, a definicao de esperanca deve ser modificada. A soma definida
anteriormente é uma série, que tem que ser convergente.

Definicao 3.2.3 Dada a varidvel aleatoria discreta X e a respectiva funcao de probabilidade
p(z), a esperanca matemdtica da fungao h(x) é dada por:

ER(X)] =) h(z:)p(w:)
Segue agora algumas propriedades:

a) Se h(X) =aX + b, onde a e b sao constantes, entao:

E(aX +b) =aFE(X)+0,
Var(aX +0b) = a*Var(X).

b)
Var(X) = BE(X?) — [E(X)]? (3.2)

Definigcao 3.2.4 Uma funcao X definida sobre um espaco amostral Q) e assumindo valores
num intervalo de nimeros reais, € dita varidvel aleatoria continua.

Deduz-se intuitivamente que qualquer fun¢do f(z), ndo-negativa tal que:
+00
flz)de =1

—0o0

define uma variavel aleatoria continua X, ou seja, cria um modelo teérico para as frequéncias
relativas de uma variavel aleatoria continua. A area compreendida entre dois valores a e b,
da abscissa x, sob a curva representativa de f(x), da a probabilidade (propor¢ao teorica) da
varidvel pertencer ao intervalo limitado pelos dois valores. Usando o conceito de integral,
podemos escrever:

Pla< X <b) = /bf(x)da:.

Definicao 3.2.5 Dada uma varidvel aleatoria X continua, chamamos o valor médio ou esper-
anca matemdtica de X ao valor:

onde a fungao f(x) é chamada funcgao de densidade de probabilidade (f.d.p.) da varidvel aleatdria
X

3.3 Covariancia entre duas Variaveis Aleatorias
Serd introduzido agora uma medida de relacao linear entre duas varidveis aleatorias.

Definicao 3.3.1 Se X e Y sdo duas varidveis aleatorias, a "covariincia”"entre elas € definida
por:
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Couv(X,Y) = E[(X — E(X))(Y — E(Y))],
ou seja, o valor médio do produto dos desvios de X e Y em relacao ds suas respectivas médias.
Suponha que X assuma os valores x1, Ta, ..., T, € Y os valores y1,¥s,...,Yn € que P(X =

z;, Y =y; = p(a;,y;). Entdo a Defini¢do 3.3.1 pode ser escrita como:

m

Cov(X,Y) Z Z — E(Y)p(xi, yi)

=1 j=1

ou entao de maneira mais simples. Note que:
Cov(X,Y)=FEXY -XEY)-YEX)+ E(X)E(Y)]
Cov(X,Y)=FEXY)-EX)E(Y)—-EY)E(X)+ E(X)E(Y)

o Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y) (3.3)

Definigao 3.3.2 Quando Cov(X,Y) =0, dizemos que as varidveis aleatdrias X e Y sao nao
correlacionadas.

Proposicao 3.3.1 Se X eY sdo duas varidveis aletorias independentes, entio Cov(X,Y) = 0.

Demonstracao: De fato, se X e Y sao duas variaveis aleatorias independentes, entdo E(XY) =
E(X)E(Y), entao Cov(X,Y) =E(XY)—-EX)E(Y)=EX)EY)—-EX)E(Y)=0.

[ |
Teorema 3.3.1 Sejam X e Y duas varidveis aleatorias quaisquer, entao:
Var(X +Y) =Var(X) + Var(Y) +2Cou(X,Y)
Demonstracgio: Var(X +Y)=FE[(X+Y) - E(X +Y))?
Var(X +Y) = E[X — E(X)+Y — E(Y)]? = E[X E(X)]? + E[Y — E(Y)]? + 2E[(X —
E(X))(Y = E(Y))]
Var(X +Y) =Var(X) +Var(Y) +2Cou(X,Y)
[ |
Corolario: Se X eY forem independentes, entao:
Var(X +Y)=Var(X)+ Var(Y)
Demonstracgao: De fato, para X e Y duas variaveis aleatérias quaisquer, entao:
Var(X +Y) =Var(X) + Var(Y) +2Cou(X,Y),
como X e Y sao independentes, tem-se:
Cov(X,Y)=0.
Portanto Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y).
|
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Definicao 3.3.3 O coeficiente de relacao entre Xe Y € definido por:

Cov(X,Y)

Y = X7

onde o(X) € o desvio padrao de X e o(Y) € o desvio padrio de'Y .

Teorema 3.3.2 O coeficiente de correlacio entre X e Y satisfaz a sequinte desiqualdade:
1<p(X,Y) <1
Demonstracao: Considere a seguinte funcao da variavel real ¢:
a(t) = E[V + W2,
onde
V=X-FElz]le W=Y —E[Y].

Visto que [V +tW]? > 0, temos que () > 0 para todo t. Desenvolvendo obteremos

q(t) = E[V2+24VW + 2W? = E(V?) + 2tE(VW) + t?E(W?).

Deste modo, ¢(t) é uma expressdo quadratica de t. Em geral, se uma expressao quadratica
q(t) = at® + bt + ¢ tem a propriedade de que ¢(t) > 0 para todo ¢, isto significa que seu grafico
toca o eixo t em apenas um ponto, ou entao nao toca. Isto por sua vez, significa que seu
discriminante b? — 4ac deve ser < 0, porque b*> — 4ac > 0 significaria que ¢(t) teria duas raizes
reais distintas. Aplicando-se a essa conclusao a fungdo ¢(t), t obtem-se

AIE(VIW))2 —4E(VHE(W?) <0.

Isto acarreta

[EVW)P?
E(V2)EW?)

{EX - BQOIY - BWIP _ o

<1, e dai =
= neda Var(X)Var(Y) -

Portanto, —1 < p(X,Y) <1

O coeficiente de correlagao é uma medida de relacao linear entre X e Y. Quando p(X,Y) =
+1, existe uma correlagao perfeita entre X e Y, pois Y +aX +b. Se p(X,Y) = 1, entdo a > 0,
ese p(X,Y)=—1entdo a < 0. O grau de associagao linear entre X e Y varia a medida que
p(X,Y) varia entre —1 e +1.

3.4 Matriz de Covariancia

A Matriz de Covariancia das amostras S = (s;;) é a matriz:

Cov(X1,X1) Cou(X1,Xs) ... Cou(Xy,X,)
Cov(Xa, X1) Cov(X2, Xs) ... Cov(Xs, X,)
Cov(X,,X1) Cov(X,,Xs) ... Cov(X,,X,)
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Serao dadas duas maneiras de se obter S. A primeira delas é simplesmente calcular cada
entrada da matriz s;; indivudualmente. A varidncia da j-ésima variavel s; = s? pode ser
calculada da seguinte maneira, usando a j-ésima coluna da matriz de dados Y:

n

1 _
Sii = S? = Z(yij - ?Jj)2 (3.4)

n—14%
=1

1
<2 2 —2
Sii = 8; = —— ( E Yij — nyj> (3.5)

onde 7, ¢ a média da j-ésima varidvel. A covariancia entre a j-ésima e a k-ésima variaveis, s;x
também pode ser calculada como segue, usando a j-ésima e a k-ésima colunas de Y:

n

Z(yij — ;) (Yix — Yr) (3.6)

=1

1 _
Sik = 7 (Z YijYik — n?/jka) ~ (3.7)

Note que em (3.4) a varincia s;; é expressa como s?, o quadrado do desvio padrao s; e que
S é simétrica porque s;;, = s;. Outros nomes sao usados para a matriz de covariancia, sao
eles: matriz de varidncia, matriz de varidncia-covaridncia e matriz de dispersao.

A matriz de covariancia das amostras S também pode ser expressa por meio dos vetores da
observacao:

1
n—1

Sjik =

n

Z(yi —9)(yi — )’ (3.8)

=1

_ 1 - T —T
S—n_1<§yzyi nyy>. (39)

Desde (y;—7)" = (yir—T1, Yiz—Tas - - - » Yip—Tp) © elemento na posicao (1,1) de (:—7) (yi—7)"
¢ (i — U1)? e quando é somado sobre i em (3.8) o resultado ¢ o numerador de s;; em 3.4.
Similarmente, o elemento da posi¢ao (1,2) de (y; —¥)(yi —9)" ¢ (yi1 —U,) (Yia — ¥s), que somado
ao numerador de sjo em (10). Entdo (3.8) é equivalente a (3.4) e (3.6) e também (3.9) produz
(3.5) e (3.7) (Rencher, 2002).

1
n—1

S:
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Capitulo 4

Condicoes de Otimalidade

Neste capitulo serao investigadas as principais condigoes de otimalidade, com o intuito de
investigar as solugoes de problemas da seguinte forma:

Minimizar f(x)
Sujeita a x € S

onde f: R" — R e S C R", S é chamado conjunto factivel e este problema é a forma genérica
dos problemas de otimizacao. Serao considerados dois tipos de solucoes deste problema:

Definicao 4.0.1 Um ponto x* € S é um minimizador local de f em S se, e somente se existe
e > 0 tal que f(x) > f(x*) para todo x € S tal que || x — z* ||< e. Se f(x) > f(z*) para todo
x € S tal que x # z* e || x — a* ||< e diremos que se trata de um minimizador local estrito
em S. Um ponto x* € S é um minimizador global de f em S se, e somente se f(z) > f(z*)
para todo x € S. Se f(x) > f(x*) para todo x € S tal que © # z*, diremos que se trata de
um minimizador global estrito em S. De forma andloga sao definidos mazimizadores locais e
globais.

Observe que "Maximizar f"é equivalente a "Minimizar — f"(Friedlander, 1994), a razdo pela
qual pode-se sem perda de generalidade, falar apenas de "Minimizacao"ao longo desta secao.
Considere o seguinte problema:

Minimizarf(x) (4.1)
Sugeita a h(x) =0

onde f,he C', f:R* — R, h: R — R™, m < n e a funcio h é nao-linear. O estudo
da regiao de factibilidade no caso de restrigoes lineares é feito utilizando exclusivamente os
conceitos da Algebra Linear. A presenca de restricdes nao-lineares exige o uso de conceitos
mais complicados. Na Figura 4.1 mostra-se o caso em que ha uma tnica restricao de igualdade
em R2.

h(x)=0

%

Figura 4.1: Uma restri¢do de igualdade em R2.
Fonte: Friedlander, 1994.
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Neste caso a regiao factivel S = {z € R?/h(x) = 0} ¢ uma curva. Para permanecer em S,
os movimentos a partir de € S devem ser curvilineos. E claro que dado um ponto = € S a
difuculdade em determinar outro ponto = € S depende da funcao h.

Na Figura 4.2, ilustra-se o caso em que ha uma restricao de igualdade em R3. A regido
S ={x € R*/h(z) = 0} é uma superficie em R>.

\ ’
._--_'\: '..rv—
- - " oy
x - 1

g r

h(x)=0

Figura 4.2: Uma restricao de igualdade em R3.
Fonte: Friedlander, 1994.

Dado um ponto T € S, observa-se que hé infinitos caminhos que passam por T contidos
em S, todos eles curvilineos. Podem-se unir dois pontos x e T por arcos de curva contidos
em S, que chamamos de arcos factiveis. Em geral, m equagoes (ndo-lineares) em R™, m < n,
determinam uma superficie de dimensao "n — m" (Friedlander, 1994).

Na Figura 4.2, note que por um ponto T € S passa uma familia de curvas contidas em S.
Cada curva ¢ uma superficie de dimensao 1 e sob certas condicoes é possivel expressar esta
curva, numa vizinhanca do ponto 7, mediante uma parametrizacao continua x : R — 5, tal
que z(t) € S para todo t € (a,b) e, ademais existe t € (a,b) tal que z(f) = T (Friedlander,
1994).

O arco z(t), assim definido, é diferenciavel se 2'(t) existe para todo t € (a,b). Por exemplo,

para = : R — R2,
- (i) 0= ()

O vetor 2/(t) é tangente ao arco da curva no ponto T, portanto tangente a superficie. Se
consideramos todas as curvas diferenciaveis que passam por T, intuitivamente observa-se que
seus vetores tangentes em 7T definem um "plano tangente"T', como ilustra a Figura 4.3:

<

Figura 4.3: Plano tangente.
Fonte: Friedlander, 1994.

Se a superficie S for (n — m)-dimensional em R"™, generalizando essas ideias, nota-se que o
plano tangente serd gerado por vetores da forma:

2'(t) = (2)(t), 25(t), ... 2 (£))"
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A dimensao do plano também é n — m (Friedlander, 1994).

Definicao 4.0.2 O plano tangente a uma superficie S C R™ em um ponto T € R™ € o conjunto
de vetores do R™, que sao tangentes em T a alguma curva diferencidvel contida em S e que
passa por T.

Agora se tornou possivel a caracterizacdo dos arcos factiveis que passam por um ponto
factivel 7.

Se: S = {x € R"/h(x) =0} e z(t) : (a,b) — S é a parametrizagdo de um arco factivel,
tem-se:

h(z(t)) = 0, Vt € (a,b),

derivando a equacao acima em relacao a t:

Tn((®)2'(t) = 0,V € (a,b) (4.2)

ou seja,

VT hi(z(t))x'(t) = 0,Vt € (a,b) (4.3)
em particular, para z(t) = 7:
VThi(@)2'(T) = 0,1 <i < m,

O que significa que dado um arco factivel diferenciavel, é necessario que o vetor tangente
ao arco em T seja ortogonal ao gradiente das restricoes avaliados em .

Para que (4.2) seja uma caracterizacao dos arcos factiveis diferencidveis, ¢ necessario que
para todo p € R"/J,(Z)p = 0 exista um arco factivel diferenciavel z(t) tal que 2'(¢) = p.

Infelizmente isso nem sempre acontece, como mostra o seguinte exemplo devido a Kuhn e
Tucker.

hl(ﬁ) = (1 — ZL‘1)3 — X9, hQ(ZL‘) = X9
S ={x € R?/hi(z) =0 e hy(z) =0} = {(1,0)T},

como S consiste em um unico ponto, nao existe arcos factiveis, mas:
VThi(z) = (0, ~1),
e portanto, para todo vetor p € R? da forma (v,0)7, v € R verifica:
Jn(@)p = 0.

Assim, caracterizar o conjunto dos arcos factiveis diferenciaveis através do plano tangente
mediante a equacao (4.2) nao é possivel sem alguma hipotese adicional. A mais simples é a
regularidade do ponto T em relacdo as restrigoes (Friedlander, 1994).

Definicao 4.0.3 Um ponto T que satisfaz as equagoes h(x) = 0 € regular em relagdo as re-
strigoes se o conjunto de vetores {NVhi(Z),Vho(T),...,Vhn(Z)} for linearmente independente.

Com esta hipotese sobre T é possivel caracterizar os arcos factiveis diferenciaveis.
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Teorema 4.0.1 Seja z* um ponto reqular da superficie S definida por S = {x € R"/h(x) = 0},
o plano tangente € igual a:

M = {y € R/ Jy(a*)y = 0} (4.4)

Demonstracdo: Seja 7 um plano tangente em z*. E claro que T C M se z* é regular ou
nao, para qualquer curva z(t) passando por x* em ¢t = t* existindo derivada z'(t*) tal que
Vh(z*)a'(t*) = 0 (Friedlander, 1994).

Para provar que M C T, é necessario e suficiente mostrar que, se y € M existe uma curva
em S passando por z* com derivada y. Para construir tal curva, vamos considerar as equacgoes:

h(z* + ty + Vh(z)Tu(t)) = 0 (4.5)

onde t é fixo e u(t) desconhecido.
Este ¢ um sistema nao-linear de m equagoes e m incognitas, continuamente parametrizadas

por t. Em ¢t = 0, note que u(0) = 0 é uma solucdo para h(x) = 0. A matriz do Jacobiano do

sistema com respeito a "u'"'em t = 0 é uma matriz de ordem m:

Vh(x*)Vh(z*)T

que é nao-singular (Friedlander, 1994), desde que Vh(x*) seja de posto completo se x* é um
ponto regular. Assim, pelo Teorema da Funcao Implicita (Elon Lima, 2012), é continuamente
diferenciavel a solugao u(t) em uma regiao —a <t < a.

A curva x(t) = z*+tx+Vh(z*)Tu(t) é assim, por constru¢ao uma curva em S. Diferenciando
o sistema (4.5) com respeito a t em t = 0:

0= @ = Vh(z*)y + Vh(z*)Vh(z*)Tu(0)

Por definigao de y temos Vh(z*)y = 0 e assim, novamente Desde que Vh(x*)Vh(xz*)T seja
nao-singular, concluimos que x(0) = 0. Portanto:

2'(0) =y + Vh(z*)z(0) =y

e assim sendo, a curva construida tem derivada y em z*.

4.1 Condicoes Necessarias de Primeira Ordem

Teorema 4.1.1 Seja x* um minimizador local. Suponha que x* seja um ponto reqular das
restricoes. Entao existe \* € R™ tal que:

V@) =D A Vhi(z")
i=1
ou, equivalentemente
ZT (@ )V f(xz*) =0
onde Z(z*) € R*™™™) ¢ suas colunas formam uma base de Nu(Jy(x*))

Demonstracao: Seja z* um ponto regular de S = {z € R"/h(z) = 0} minimizador local de
(4.1). Entao, para qualquer parametrizacao:
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z:(a,b) — S, z(t*) = z*, t* € (a,b)

temos que t* é solugao do problema (Friedlander, 1994).

Minimizar : o(x) = f(z(t)) (4.6)
t € (a,b)
A condigao necessaria de primeira ordem para (4.6) é ¢'(x*) = 0, portanto:
(1) = Jp(a(t)2'(t) = V' f(a")a'(t") = 0 (4.7)

ou seja, V f(x*) deve ser ortogonal a qualquer vetor do plano tangente T' a superficie S em z*.
Como x* é regular, vale a caracterizacao de T" dada no Teorema 4.0.1 e se deduz que existe
A* € R™ tal que:

V(™) = Jy ()N, (4.8)
Vi) =3 NVhi(x)

ZH @)V f(z*) =0 (4.9)

]

4.2 Condicoes de Segunda Ordem

Teorema 4.2.1 Sejam x* um ponto regular, minimizador local de (4.1) e T' como no Teorema
4.0.1. Suponha f,h € C?. Entdo eriste \* € R™ tal que:

Vi) + Y A Vhi(z*) =0 (4.10)
=1
€
yIVIL (25, Xy >0,VyeT (4.11)

onde L(z,\) = f(z) + \Th(x), z € R", A € R™ é a func¢io Lagrangeana.

Demonstracao: Primeiramente note que (4.10) é a Condicao Necessaria de Primeira Ordem.
Suponha agora que z(t) € C*.
A Condicao Necesséaria de Segunda Ordem para (4.6) é ©”(t*) > 0. Agora,

portanto,
(1) = i(ﬁi (())2i(t)) (4.12)
Mas, -
( ggf; (x(t>>x2(t))/ =V’ {g—i(x(t))] o' (8) 2 (t) + gi (z(t)2! (). (4.13)



De (4.12) e (4.13) tem-se:
" (t) = 2'(t) V2 f(a(t)2'(t) + VT f(x(t)2"(t). (4.14)
Por outro lado, para qualquer A € R™, j € {1,2,...,m} et € (a,b),
pi(t) = Ajhy(x(t)) =0
Portanto, para todo j € {1,2,...,m} et € (a,b),

pi(t) = XV hy(x(t))2' (1) = 0

P () = Nl ()T V2R (w(8))2'(8) + VT hy((t))2" ()] = 0

Entao,

2 ()7 [Z Ajv%j(x(t))] () + Z AV (x(t))] 2"(t) = 0. (4.15)

De (4.14) e (4.15) resulta, para t = t*,
m T
11 (4% /(4% * * (g%
P(t7) = 2'(17) V@) + Y A Vh(a )] (1)
j=1

(4.16)
Se z* é minimizador local de (4.1), sabe-se que existe \* € R™ tal que V f(2*)+> "7 | \xVh;(z*) =
0, portanto de (4.16) obtem-se,

V2f(z*) + Z )\jVth(a:*)] o' (t) +

(p//(t*) —_ Z‘/(t*)

V2 f(z*) + i A;v%j(x*)] 2'(#) > 0, (4.17)

onde 2’(t*) é qualquer vetor de T'. Dado que

V2L(x,\) = V*f(z) + Zm: A V2h(z),
=1

(4.11) segue de (4.15).
[

E importante tentar entender o significado de (4.11). As condicoes de segunda ordem
expressam sempre informacoes sobre a curvatura das funcoes. No caso de restricoes lineares,
nas condicoes de segunda ordem aparece somente a funcao objetivo. Se considerar restricoes
nao-lineares, (4.11) significa que as curvaturas, tanto da fungdo objetivo como das restrigoes,
devem ser levadas em conta para caracterizar um minimizador local.

Na Figura 4.4, ilustra-se a importancia da curvatura das restricoes na caracterizagao de um
minimizador e observa-se que T ¢ minimizador local de f sujeita a h(x) = 0, mas ¢ maximizador
de f sujeita a g(x) = 0.

25



Figura 4.4: Curvatura das restri¢oes.
Fonte: Friedlander, 1994.

No seguinte Teorema, sao mostradas as condicoes suficientes de segunda ordem para que
um ponto regular seja minimizador estrito de f com restricoes nao-lineares de igualdade.

Teorema 4.2.2 Seja z* um ponto regular tal que h(z*) =0 e T como no Teorema 4.0.1. Se
A" e R™ € tal que:

Vi) + Xm: NiVhy(*) =0 (4.18)

y"'V2L(x*, A )y >0, Vy € T — {0}
Entao x* € um minimizador local estrito.

Demonstracao: Se z* nao é um ponto minimo estrito, existe uma sequéncia de pontos vidveis
(yx) convergente para x* tal que para cada k, f(yx) < f(z*). Escrevendo cada y; na forma
Yp = x* + 0s onde sp € R™, || sx [|[=1 e 0 > 0 para cada k. Claramente d; — 0 e a sequéncia
si sendo limitada, tendo entao uma subsequéncia convergente para algum s*. Temos também
que h(yx) — h(z*) = 0, e dividindo por 0y e fazendo k — oo vemos que Vh(z*)s* = 0.

Agora, pelo Teorema de Taylor, temos que para cada j,

2

)
0=h(ye) = h;(x") + 6 Vh;(x")s + ngZVth(Uj)Sk (4.19)

2
0> fl) — F(&) = 55 (o )sp + LT s, (4.20)

onde cada n; é um ponto no segmento da reta que une z* e y;, multiplicando (31) por A; e
adicionando este para (32), obtem-se, em soma para (30),

52 -
0< 5’“8{ {V2f(770) +y )\jv2hj(77j)} Sk

Jj=1

o que resulta em uma contradicao quando k£ — oo.
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Capitulo 5

Formas Quadraticas

Neste capitulo, sera feita uma anélise sobre formas quadraticas, serao verificadas suas pro-
priedades, serd dada énfase quando a matriz da forma quadrética for simétrica. Uma forma
quadratica em n variaveis reais x1, xa, ..., T, associadas a uma matriz real A é uma quantidade
escalar que consiste em uma soma dos multiplos dos produtos e quadrados das variaveis (Ben
Noble, 1988):

n n

E : 2 2 2 2
F = Qi T;T5 = W11 -+ (CL12 -+ a21>.’171x2 -+ 22T + ..+ ApnZ,,
i=1 j=1

Se forem acrescentadadas as matrizes © = [71], A = a;;, a forma quadratica pode ser escrita,
usando a notacao de produto interno, como:

n n n

F = Zai Zaijxj = Z%(Ax)z = (z, Ax)
=1 j=1

=1

Segundo a definicao que foi dada, pode-se associar a uma forma quadratica qualquer matriz
A, mas ¢ claro que, quando a forma quadratica é desenvolvida, os termos envolvendo a;; e a;;
contribuirao com:

(aij + aji)ziv;

Ou seja, a contribuicao depende da soma, e nao separadamente. Isso significa que, se, dada
1 T i
§(A + A"), cujos
1
(i-j), e (j-1)-ésimos coeficientes sao ambos é(aij + aj;) as formas quadraticas (z, Az) e (x, A'z)

uma matriz geral A e a partir da mesma obter uma segunda matriz A’ =

sao idénticas (Ben Noble, 1988). Portanto, sem perda de generalidade, pode-se supor que uma
forma quadrética estd associada a uma matriz simétrica desde que a;; e x; sejam reais.

Definicao 5.0.1 A forma quadrdtica associada & uma matriz simétrica A € a quantidade real
(x, Az).

Observe que, em muitos textos, a forma quadratica (x, Azx) é escrita como 27 Az. A chave do
estudo de formas quadraticas é a ideia de mudanca de varidveis coordenadas x para coordenada
y, por meio de uma transformacao:

x =Sy
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Em que S é uma matriz nao-singular. Exige-se o fato das matrizes S serem nao-singulares
pois sao somente nesses casos que podemos escrever y = Sz, de maneira que um z dado
determina em um tnico y, e um y dado determina um tnico = (Ben Noble, 1988). Isso cor-
responde a escolher uma nova base (o conjunto das colunas de S) para representar os vetores;
se interesse fosse em transformacoOes lineares por uma matriz A, isso conduz ao estudo de
semelhanca S™'AS e ao problema de até que ponto uma matriz pode ser simplificada por uma
transformacao de semelhanca. No momento, contudo, o interesse é em formas quadréticas, em
vez de transformacgoes lineares, e assim deve-se perguntar como a forma quadratica se altera
sob a mudanga de varidveis z = Sy. A substituigdo de z por Sy em F = (x, Ax) fornece:

F = (z, Az) = (Sy, ASy) = (Sy)" ASy = y' STASy = (y, STASy) = (y, By)

onde B = STAS. Se puder achar S de maneira que B seja uma matriz diagonal com elementos
B, entao sera obtido uma representacao para F, do tipo:

F =0yt + Boys + ...+ Buy?

E a forma de F teria sido consideravelmente simplificada. Até agora, nenhuma hipotese foi
feita sobre S, exceto que deve ser nao-singular. Em muitas aplicacoes das formas quadraticas
deseja-se comparar os tamanhos de varias quantidades que estao envolvidas, de maneira que, se
mudam-se varidveis por uma férmula do tipo x = Sy, é importante que os comprimentos sejam
preservados, isto ¢, que (x,z) = (y,y). Entdo (z,z) = (Sy,Sy) = (y,STSy) = (y,y) para
todo z, de maneira que STS = I. Isso significa que, a fim de preservar distancias, S deve ser
ortogonal (Ben Noble, 1988), e entao teremos uma transformacao ortogonal. Se A é simétrica,
existe entdo uma matriz ortogonal P tal que PT AP é uma matriz diagonal cujos elementos da
diagonal sao os autovalores de A.

Teorema 5.0.3 Se A ¢ simétrica real e P é uma matriz ortogonal cujas colunas sao autovetores
normalizados de A, entao se x = Py,

(v, Az) = Myi + g3 + ... + My,
Demonstracao: Fazendo a seguinte substituicdo z = Py, e sabendo que PTAP = D, tem-se:
(z, Azr) = (Py, APy) = (Py)" APy = y" PTAPy = (y, P" ATy) = (y, Dy)

onde D é uma matriz diagonal cujos elementos sao autovalors de A.

A0 ...00 Y1 /\1?/1

0 X ... O Yo A2y2
- : : .. : Y= I Dy - :

0 0 ... A\ Yn AnYn

assim sendo,
(y, Dy) = \yi + Aayz + .. + Aty

Uma forma quadrética que nao contem produtos cruzados é chamada uma forma diagonal.
Diz-se que a transformacao x = Py no Teorema acima diagonalizou a forma quadratica. O
Teorema acima mostra que qualquer forma quadratica pode ser diagonalizada por uma trans-
formacao ortogonal.

A superficie no espaco n-dimensional definida pela equacao:
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(x,Ax) =1

em que A é uma matriz real simétrica de ordem n, é conhecida como quddrica central. No caso
n = 2 a palavra "superficie"deve ser substituida por "curva".
No caso n-dimensional temos a forma:

MyE+Xoyr+ .+ y2 =1
Veremos agora algumas "curiosidades"para o caso de dimensao 2:
Ayt + Aoys = 1
Temos trés possibilidades:

1. Elipse: A{, Ay tem o mesmo sinal;
2. Hipérbole: A{, Ay tem sinais opostos;

3. Duas retas paralelas: Um dos autovalores é nulo.

5.1 Formas Quadraticas Definidas

Algumas formas quadraticas tem a propriedade de que (x, Az) > 0, Vx # 0. Um exemplo
simples é:

F = 23 + 235 + 223

Outro tipo importante de forma quadratica tem a propriedade (z, Az) > 0, Vz, embora
para esta classe de forma ndo seja necessariamente verdadeiro que (z, Ar) = 0 implique = = 0.
Um exemplo simples é:

F = (z1 — x9)* + 223

Que ¢é zero desde que os dois primeiros valores sejam iguais e diferente de zero e o terceiro
valor seja zero. Em geral, naturalmente, uma forma quadratica pode ter valores positivos, nulos
e negativos. Os casos particulares cujos valores sao todos do mesmo sinal sao importantes, e se
introduz a seguinte terminologia.

Definicao 5.1.1 (A matriz A nesta definicao é sempre simétrica). A forma quadrdtica (x, Az)
é dita "definida positiva'se (x, Az) > 0, Yx # 0 e "semi definida positiva"quando (x, Az) > 0,
Vx. De forma andloga definem-se matrizes e formas quadrdticas "definida negativae "semi
definida negativa”. Uma forma quadrdtica é dita "indefinida"quando for positiva para alguns
valores de x e negativa para outros.

Segundo esta definicao, matrizes definidas positivamente também sao semi definidas positi-
vamente. Se for necessario dizer que (x, Ax) > 0 e existe um x # 0 tal que (x, Az) = 0, diremos
que A ¢ semi definida positiva e singular.

Em transformacgoes ortogonais, os comprimentos originais sao inalterados. Ao estudar se
uma forma quadratica é definida positiva ou nao, é conveniente enfraquecer o fato de ela ser
ortogonal e considerar que qualquer tipo de transformacao B = ST AS em que S é nao-singular,
pois entao B escreve a nossa forma quadréatica relativamente a uma nova base (Ben Noble, 1988).

Definigao 5.1.2 Dizemos que A e B sao semelhantes, se existe uma matriz nao-singular S tal

que B = S71AS

E importante observar que o fato de ser definida positiva nao é afetada por uma transfor-
macao de semelhanca; isto é intuitivamente 6bvio, pois A e B representam a "mesma'"forma
quadratica, mas relativas a bases diferentes.
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Capitulo 6

Quociente de Rayleigh

Uma das motivacoes iniciais do estudo de formas quadraticas foi a consideracao de um
problema estatistico de analise de dados que exige o calculo de extremos (em verdade a max-
imizagdo) de uma forma quadratica submetida a uma normalizagao de suas variaveis. Agora
que a compreensao necessaria das formas quadraticas e condigoes de otimalidade foi abrangida,
pode-se "olhar"melhor para achar extremos do seguinte formato:

Mazximize(a, Sa) = a’ Sa (6.1)

Sujeita a (a,a) =1

. . .. Az, Ax) .
Teorema 6.0.1 Seja A uma matriz simétrica. FEntdo xo maximiza < ) com a r1esiri¢ao
T,x
.o To .
x # 0 e fornece um valor mdrimo M se e somente se x; = m mazimiza (x, Ax) com a
Lo

restricao (x,x) =1 e fornece um valor mdzimo igual a M.

(x, Az)

(z,z)
(x1,71) = 1 e para qualquer x com (z,z) = 1, teremos:

(x, Az) < (xo, Azp)

<1‘, $> - <l‘0, ZE0>

Demonstracao: Suponha que g maximiza com a restricao x # 0. Entao z; é tal que

(x, Ax) = = (r1,Ax1) = M

como desejado. Reciprocamente, se z; com (zr1,z1) = 1 maximiza (r, Az) sujeita a restri¢ao

(x,x) = 1, entdo para qualquer escalar ndo-nulo « e qualquer vetor ndo-nulo z, o vetor y = Hx—“
x
tem || y [|= 1, e portanto zo = ax; e temos:
(x0, Axg) (x, Ax)
RS A > Ay) =
(2o, 70) (1, Az1) > (y, Ay) o)
[ |

Definicao 6.0.3 O Quociente de Rayleigh de uma matriz simétrica A € a expressdao:

pla) = LAY

(z, )

onde x # 0

Teorema 6.0.2 Se A ¢ siméirica e tem autovalores A\ < Ay < ... <\, e autovetores ortonor-
malizados associados x1,xo, ..., 2,, entao:
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Onde p(x) € o Quociente de Rayleigh para qualquer x # 0 e
M = minp(z) = pl(z1), Ay = mazp(z) = p(an)

Demonstracao: Como A é uma matriz simétrica, é possivel obter uma base para R™ con-
sistindo de autovetores de A. Entdo, dado um vetor arbitrario x, escrevendo em termos dos
autovetores de A, tem-se:

n
xr = E oG5
i=1

i=1
x, Az toag)
p(ﬂ?) —_ < > — Zzzl >
(z,z) Doic1 O
Subtraindo A; dos dois membros da igualdade,

Z?:2 0‘12(/\1‘ - A1)
Z?:l az‘Q

Como A; > Ay, Vi, temos que p(z) > A;. E se tomarmos = = 1, tem-se:

p(z) — A1 =

(w1, Az1)  (xy, Mrn) | (@1, 20)

<$1,»’U1> B <£U1, 951> - (951,361>
o que demonstra a primeira afirmativa do Teorema. O restante é demonstrado de forma anéloga,
s6 que considerando agora p(x) — A,,.

p(ry) = =N\

Como aplicacao do projeto, relembrando o problema estatistico na qual foi apresentado no
inicio deste trabalho, desejava-se achar a combinacao linear:

y1 = (a,x) = a1y + agxy + ... + apxy,

das variaveis xy, s, ..., T, que maximiza a variancia (a, Sa) de y; restrito a (a,a) = 1; vemos
agora pelo Teorema 6.0.2, que necessita-se simplesmente escolher o vetor "a"como sendo o
autovetor da Matriz de Covariancia associado ao maior autovalor de S. A nova variavel y,
¢ chamada componente principal. Se esta componente sozinha nao apresenta adequadamente
a variacao total si; + Soo + ... + Sppn, pode-se entao razoavelmente introduzir uma segunda
componente principal:

Yo = <b,l’> = bll‘l + b21’2 + ...+ bnxn

escolhida de maneira que (b,b) = 1 e tal que y, seja responsével por tanta variagdo quanto
possivel, independente da ja devida y;; sabemos da estatistica, que deve-se entao exigir a or-
togonalidade de "b"e "a", ou seja, (a,b) = 0. Deve-se assim, procurar "b"que maximize (b, Sb)
com as restrigoes (b, b) = 1 e (b,a) = 0. Seguir-se-a do Teorema 6.0.3 que serd anunciado breve-
mente, em que "b"deve ser escolhido como sendo o autovetor de S associado ao segundo maior
autovalor de S; mais geralmente, componentes principais sucessivas deveriam ser escolhidas
como autovetores associados com autovalores sucessivamente menores. Usando a linguagem da
Algebra Linear, a fim de reenunciar o novo problema de tentar achar a segunda componente
principal "b". Dado que A é uma matriz simétrica com autovalores:
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A< A< <\,
e autovetores ortonormalizados associados x1, s, .. ., x,, maximize (z, Az) com as restrigoes:
(x,xy=1e (z,x,) =0
Teorema 6.0.3 Seja A uma matriz simétrica de ordem n com autovalores \ < Ay < ... < A\,

e autovetores ortonormalizados associados T, %o, ..., T,. Para cada 7 com 1 < j < n seja:

S; = o conjunto de todos os x # 0 que satisfazem

(T, 2n) = (T, Tp-1) = ... = <x’xn—j+1> =0,
T; = o conjunto de todos os v # 0 que satisfazem
(z,21) = (x,22) = ... = (@,2j-1) =0,
A
plx) = (@ Az) para x # 0. Entdo:
(z,z)
mazp(x minp(z
Sf( ) = Anj = p(Tn—j) € T]p,( = Aj = pla;)

Demonstracao: Qualquer x € S; deve ser da forma:

de maneira que:

e portanto p(x) — A\,—; < 0 com p(z,—;) = A\,—; como desejado. Um raciocinio semelhante
funciona para x € Tj.

Para tornar este Teorema mais claro, podemos escrevé-lo de outra forma:

1. x,-1 maximiza p(x) com as restri¢oes (z,z) = 1 e (v,z,) = 0 fornecendo um valor
MAaximo p(mn—l) = /\n—l;

2. 9 minimiza p(z) com as restri¢oes (x,x) = 1 e (z,z1) = 0 fornecendo um valor minimo
igual a p(x2) = Ao
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Capitulo 7

Analise de Componentes Principais

Apos os estudos realizados em condicoes de otimalidade, utilizou-se as condi¢oes necessarias
e suficientes para se resolver um problema de otimizag¢ao nao-linear com restri¢coes de igualdade,
ou seja, as condicoes para resolver o problema 2.1. O estudo realizado sobre o Quociente de
Rayleigh permitiu a caracterizacdo para a solucao do problema. Constatou-se que o autovetor
associado ao maior autovalor da matriz de covariancia, é a solucao do problema 2.1. Esse
autovetor estd associado a primeira componente principal.

Se existe uma segunda componente nao correlacionada com a primeira de tal sorte que
as duas acumulam uma quantidade significativa da variancia contida nos dados originais,
acrescenta-se uma restricao ao problema original. A solucdo desse novo problema, também
de igualdade, esta relacionado com a sequnda componente principal.

Como aplicacao dos estudos realizados, buscou-se o entendimento de uma ferramenta da
Analise de Dados Multivariados (ADM), a Andlise de Componentes Principais (ACP). O soft-
ware utilizado para a implementacao da ferramenta foi o Tanagra'.

A Analise de Componentes Principais é um método que tem por finalidade basica, a analise
dos dados, fazendo a eliminagao de redundancias dos dados a partir de combinagoes lineares
das variaveis originais.

E também uma maneira de identificar a relacio entre caracteristicas extraidas de dados,
sendo bastante util quando os vetores aleatérios estao imersos num espaco de dimensao relati-
vamente grande, quando uma representagao grafica nao é possivel.

Para aplicacao da Anélise de Componentes Principais, foram coletadas as notas das Escolas
de Samba do Grupo Especial do Rio de Janeiro deste ano?. O grupo consiste de doze escolas de
samba, avaliadas em dez quesitos, com quatro jurados para cada quesito. A nota de uma escola
de samba em um determinado quesito é atribuida da seguinte maneira: cada jurado atribui uma
nota de 8.0 & 10.0, podendo ter até uma casa decimal. Dadas as notas dos quatro jurados, a
menor é descartada e somam-se as trés restantes, e o resultado dessa soma é a nota da escola no
quesito em questao. Apoés esse procedimento ter sido realizado em todos os quesitos, somam-se
as notas das escolas em cada quesito, e a escola com mais pontos é a campea. As notas das
escolas de samba em cada quesito estao no Apéndice.

O procedimento usado para a aplicagao das componentes principais foi o seguinte: dadas as
notas dos quatro jurados, calculou-se a média aritmética das notas e o resultado foi atribuido
como sendo a nota da escola no quesito em questao, ou seja, nao foi descartada nenhuma nota.

Nas Tabelas 1 e 2, sao apresentadas as médias das escolas em cada quesito.

'Disponivel em: <http://tanagra.software.informer.com/1.4/>
2Acessado  em: <http://gl.globo.com/rio-de-janeiro/carnaval /2013 /noticia/2013/02 /confira-notas-da-
apuracao-do-desfile-do-grupo-especial-do-rio.html>
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Tabela 1: Médias das escolas nos cinco primeiros quesitos

Escolas Harmonia | Conjunto | Mestre-Sala e | Enredo | Comissao de
Porta-Bandeira Frente
Inocentes de 9.6 9.65 9.85 9.625 9.675
Belfort Roxo
Salgueiro 9.875 9.95 9.9 9.925 9.925
Unidos da Tijuca 9.925 9.975 9.9 10 9.975
Uniao da Tlha 9.825 9.775 9.825 9.95 9.7
Mocidade 9.725 9.8 9.8 9.65 9.725
Portela 9.975 9.85 9.875 9.8 9.725
Sao Clemente 9.775 9.7 9.8 9.65 9.65
Mangueira 9.85 9.8 10 9.975 9.7
Beija-Flor 9.975 9.95 10 9.95 9.9
Grande Rio 9.825 9.925 9.875 9.875 9.9
Imperatriz 9.975 9.9 9.85 9.975 9.9
Leopoldinense
Vila Isabel 10 10 10 9.95 9.95
Tabela 2: Médias das escolas nos cinco tltimos quesitos
Escola Alegorias e | Bateria | Samba- | Fantasias | Evolugao
Aderegos Enredo
Inocentes de 9.55 9.725 9.775 9.575 9.7
Belfort Roxo
Salgueiro 9.25 9.9 9.8 9.925 9.925
Unidos da Tijuca 9.25 9.975 9.85 9.925 9.95
Uniao da Ilha 9.85 9.725 9.725 9.875 9.775
Mocidade 9.725 9.825 9.675 9.775 9.725
Portela 9.7 9.975 10 9.75 9.875
Sao Clemente 9.6 9.875 9.75 9.725 9.825
Mangueira 9.675 9.975 9.825 9.85 9.825
Beija-Flor 9.9 9.975 9.975 9.975 9.975
Grande Rio 9.85 9.875 9.65 9.8 9.925
Imperatriz 9.9 9.875 9.875 9.5 9.925
Leopoldinense
Vila Isabel 9.9 9.9 9.95 9.975 10

A analise foi feita sobre as médias das escolas.

Cada escola de samba é um individuo do
. Na Figura 7.1 mostra-se a matriz de correlagoes, e percebe-se que tem itens que estao

fortemente correlacionados, como por exemplo os quesitos Conjunto e Evolucgao.

A escolha pela média é devido ao fato de que, como as notas estao entre 8.0 e 10.0, o desvio
Assim sendo todas as notas estdo muito

delas é pequeno, as notas estao pouco dispersas.
proximas da média, o que a torna uma boa representa¢ao para as notas.
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Correlations

2- 10- 1- 9- - 6- 31, Sala _ 8-
Conjunto  Evolugde Harmonia Fantasias Comissao Alegorias 4-Enredo & P'_ 7 - Bateria Samba-Enredo
de Frente Bandeira
2 - Conjunto 1,00000 0,90094 0,80232 0,83518 0,93471 0,89918 0,71648 0,56468 0,58974 0,40866
10 - Evolugdo 0,90094 1,00000 0,86859 0,78120 0,84385 0,76213 0,68456 0,61185 0,68033 0,55007
1 - Harmonia 0,80232 0,86859 1,00000 0,81063 0,63848 0,70459 0,71030 0,54890 0,69799 0,72357
9 - Fantasias 0,83518 0,78120 0,81063 1,00000 0,74492 0,89902 0,82350 0,54778 0,46303 0,40438
5 - Comissdo de Frente  0,93471 0,84385 0,63848 0,74492 1,00000 0,87741 0,65899 0,45399 0,43014 0,30657
6 - Alegorias 0,89918 0,76213 0,70459 0,89902 0,87741 1,00000 0,77979 0,35932 0,29934 0,22575
4 - Enredo 0,71648 0,68456 0,71030 0,82350 0,65899 0,77979 1,00000 0,64013 0,41826 0,38903
3- M. Sala & P. Bandeira 0,56468 0,61185 0,54890 0,54778 0,45399 0,35932 0,64013 1,00000 0,60597 0,61146
7 - Bateria 0,58974 0,68033 0,69799 0,46303 0,43014 0,29934 0,41826 0,60597 1,00000 0,59346
8 - Samba-Enredo 0,40866 0,55007 0,72357 0,40438 0,30657 0,22575 0,38903 0,61146 0,59346 1,00000

Figura 7.1: Matriz de Correlacoes extraida do software Tanagra.

Na Figura 7.2, é apresentado a contribuicao de cada componente principal, onde "Axis-
i"é a i-ésima componente, e seu autovalor associado dividido pela soma dos autovalores, é a
contribuicao da variancia explicada por esta componente.

Eigen values

Matrix trace 10, 00000

Average 1, 000000

Axis Eigen value Difference  Proportion (%) Histogram Cumulative (%)
1 6,372954 5,476623 68,73 % 68,73 %
2 1,396331 0,8065374 13,96 % 82,69 %
3 0,590957 0,115931 B9 % 28,60 %
4 0,475026 0,139969 4,75 % 93,35 %
5 0,335057 0,188695 3,35 % 96,70 %
& 0,146362 0,036714 1,46 % 98,17 %
7 0,109647 0,051268 1,10 % 99,26 %
8 0,058379 0,044175 0,58 % 99,85 %
9 0,014204 0,013121 0,14 % 99,99 %
10 0,001083 = 0,01 % 100,00 %

Tot. 10,000000

Figura 7.2: Variancia explicada por cada componente extraida do software Tanagra.

Na Figura 7.3, sao apresentadas as correlagoes de cada variavel (quesito) com cada compo-
nente. A maioria das varidveis, estao fortemente correlacionadas com a primeira componente,
sendo sete das dez variaveis explicada em 70% ou mais apenas pela primeira componente. Os
quesitos Bateria e Samba-Enredo, também estao correlacionadas com a segunda componente,
e sua explicacao foi "quebrada'entre as duas componentes.
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Factor Loadings

Attribute
1 - Conjunto
10 - Evolugdo
1- Harmonia
9 - Fantasias
5 - Comissdo de Frente
6 - Alegorias
4 - Enredo
3 - M. Sala & P. Bandeira
7 - Bateria
& - Samba-Enredo

Var. Expl.

Axis_1

Corr.
0,94206
0,93824
0,9%0841
0,90045
0,85540
0,85208
0,83418
0,70001
0,68083
0,60169
6,87295

% (Tot. %)
89 % (39 %)
88 % (88 %)
83 % (83 %)
81 % (81 %)
73IH(7IH)
73IH(7IH)
70 % (70 %)
49% (49 %)
46 % (46 %)
36 % (36 %)
69 % (69 %)

Axis_2

Corr.
-0,20242
0,01875
0,18298
-0,22446
-0,34273
-0,49783
-0,14418
0,41977
0,52163
0,66087
1,39633

% (Tot. %)
4% (93 %)
0% (88 %)
3 % (86 %)
5 % (86 %)
12 % (85 %)
25 % (97 %)
2% (72 %)
18 % (67 %)
27 % (74 %)

44 % (B0 %)
14 % (83 %)

Axis_3

Corr. % (Tot. ®)

0,16263 3% (95%)
0,20504 4 %(92 %)
0,12265 2% (87 %)
-0,14981 2% (88%)
0,17638 3% (88 %)
-0,00680 0% (97 %)
-0,43430 19 % (91 %)
-0,42509 18 % (85 %)
0,29057 8% (82%)
-0,0085% 0% (80%)
0,5909 6% (89 %)

Axis_4

Corr. % (Tot. ®)

0,12144 1% (97 %)
0,06508 0% (93 %)
-0,30116 9% (96 %)
-0,15201 2% (91 %)
0,17793 3% (91 %)
-0,10018 1% (98 %)
-0,04490 0% (91 %)
0,34414 12 % (97 %)
0,25074 6% (88 %)
-0,34238 12%(92%)
0,47503 5% (93 %)

Axis_5

Corr.
0,07270
0,06620

-0,12006

-0,15354
0,25631
0,00334

-0,17045
0,13491

-0,32089
0,26733
0,33506

% (Tot. %)
1% (97 %)
0% (93 %)
1% (98 %)
2% (93 %)
7% (98 %)
0% (98 %)
3% (94 %)
2% (98 %)

10 % (99 %)
7% (99 %)
3% (97 %)

Figura 7.3: Correlagdo entre as variaveis e as componentes extraida do software Tanagra.

Nota-se também que nove dos dez quesitos sao explicados em 70% ou mais pelas duas
primeiras componentes, sendo sete desses com ordem superior ou igual a 80%.
Na Figura 7.4, sdo apresentadas as projecoes dos individuos (escolas) no hiperplano gerado
pela primeira e segunda componentes. Conforme a Figura 7.2, as duas componentes juntas sao
responsaveis por 82,69% da variancia total dos dados.
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Figura 7.4: Projecao dos individuos no hiperplano gerado pelas componentes extraido do soft-

ware Tanagra.

Na Figura 7.5, sera apresentado o circulo das correlacoes, que mostram quanto as variaveis
estao correlacionadas entre si, o que possibilita as escolas de samba fazerem uma preparacao
maior em determinados quesitos, para que o resultado final seja o melhor possivel. O circulo das
correlagoes mostra também o quao boa é a representagao dos individuos no hiperplano gerado
pelas componentes, quanto mais proximo do circulo, melhor é a representacao no hiperplano.
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Correlation scatterplot (PCA_1_Axis_1 vs. PCA_1_Axis_2)
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9.~ Fan
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Figura 7.5: Circulo de Correlacoes extraido do software Tanagra.

Um fato que diz respeito as representacoes dos individuos neste plano, é que se todos os
individuos forem projetados apenas na primeira componente, cria-se uma ordenacao dos mes-
mos, devido ao isomorfismo entre a primeira componente e a reta R. Fazendo uma comparacao
entre esta ordenacao e o resultado oficial, tem-se que o resultado é praticamente o mesmo. A
unica diferenca foi a troca de posicoes entre as escolas Portela e Mangueira.

Nota-se que outros quesitos estao fortemente correlacionados, ou seja, se uma escola foi
bem no quesito Conjunto, as chances dessa mesma escola se dar bem no quesito Evolucao sao
muito grandes. Do ponto de vista da escola, se torna muito mais vidvel investir em um desses
quesitos, e naturalmente ir bem no outro.
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Conclusao

Através dos estudos desenvolvidos, as metas previstas para o projeto foram todas al-
cancadas. Inicialmente foi feito o desenvolvimento tedrico para problemas de Otimizagao
Matematica. Mais adiante ainda na primeira etapa do projeto foram exploradas as princi-
pais propriedades relacionadas ao Quociente de Rayleigh.

O problema apresentado na Segao 2.1 foi solucionado ao longo do desenvolvimento do pro-
jeto. O estudo em otimizacao quadratica foi de grande importancia visto que tendo em maos
as condicoes de otimalidade foi possivel garantir a suficiéncia & solucao do problema e através
do estudo sobre o Quociente de Rayleigh uma caracteristica foi dada a mesma. A matriz de
covariancia é simétrica, por isso seus autovalores sao reais e é possivel a ordenacao desses.
O maximizador da funcao objetivo é o autovetor associado ao maior autovalor da matriz de
covariancia.

Na segunda etapa, foi feito uma levantamento de dados para aplicacao de uma ferramenta
da Anélise de Dados Multivariados: a Analise de Componentes Principais.

Através do amadurecimento teérico adquirido, alguns resultados ja eram esperados apos o
uso de softwares livres para a implementacao da ferramenta, e na terceira etapa varias conclusoes
foram obtidas, apoiando a analise dos resultados.
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Apéndice

Tabela 3: Notas do quesito Harmonia

Escola Jurado 1 | Jurado 2 | Jurado 3 | Jurado 4 | Média
Inocentes de Belfort Roxo 9.6 9.5 9.6 9.7 9.6

Salgueiro 9.9 9.9 9.8 9.9 9.875

Unidos da Tijuca 10 9.8 10 9.9 9.925

Uniao da Ilha 9.8 9.9 9.8 9.8 9.825

Mocidade 9.7 9.7 9.7 9.8 9.725

Portela 10 10 9.9 10 9.975

Sao Clemente 9.9 9.7 9.8 9.7 9.775
Mangueira 9.8 9.7 10 9.9 9.85

Beija-Flor 9.9 10 10 10 9.975
Grande Rio 10 9.6 9.8 9.9 9.9

Imperatriz Leopoldinense 9.9 10 10 10 9.975
Vila Isabel 10 10 10 10 10

Tabela 4: Notas do quesito Conjunto

Escola Jurado 1 | Jurado 2 | Jurado 3 | Jurado 4 | Média
Inocentes de Belfort Roxo 9.6 9.7 9.6 9.7 9.65
Salgueiro 9.9 10 9.9 10 9.95

Unidos da Tijuca 10 10 10 9.9 9.975

Uniao da Ilha 9.8 9.8 9.7 9.8 9.775
Mocidade 9.9 9.8 9.8 9.7 9.8
Portela 9.8 10 9.9 9.7 9.85
Sao Clemente 9.8 9.7 9.6 9.7 9.7
Mangueira 9.9 9.7 10 9.6 9.8
Beija-Flor 9.9 10 9.9 10 9.95

Grande Rio 10 10 9.8 9.9 9.925
Imperatriz Leopoldinense 9.8 9.9 10 9.9 9.9
Vila Isabel 10 10 10 10 10
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Tabela 5: Notas do quesito Mestre-Sala e Porta-Bandeira

Escola Jurado 1 | Jurado 2 | Jurado 3 | Jurado 4 | Média
Inocentes de Belfort Roxo 10 9.8 9.8 9.8 9.85
Salgueiro 9.8 9.9 9.9 10 9.9
Unidos da Tijuca 10 9.9 9.9 9.8 9.9
Uniao da Ilha 9.8 9.8 9.9 9.8 9.825
Mocidade 9.7 9.9 9.8 9.8 9.8
Portela 9.8 9.9 9.9 9.9 9.875
Sao Clemente 9.7 9.8 9.8 9.9 9.8
Mangueira 10 10 10 10 10
Beija-Flor 10 10 10 10 10
Grande Rio 9.7 9.8 10 10 9.875
Imperatriz Leopoldinense 9.8 10 9.9 9.7 9.85
Vila Isabel 10 10 10 10 10
Tabela 6: Notas do quesito Enredo
Escola Jurado 1 | Jurado 2 | Jurado 3 | Jurado 4 | Média
Inocentes de Belfort Roxo 9.6 9.7 9.7 9.7 9.675
Salgueiro 9.9 10 9.9 9.9 9.925
Unidos da Tijuca 10 10 10 10 10
Uniao da Ilha 10 9.9 9.9 10 9.95
Mocidade 9.7 9.6 9.7 9.6 9.65
Portela 9.8 9.8 9.8 9.8 9.8
Sao Clemente 9.6 10 9.4 9.6 9.65
Mangueira 10 9.9 10 10 9.975
Beija-Flor 9.9 10 10 9.9 9.95
Grande Rio 9.6 10 9.9 10 9.875
Imperatriz Leopoldinense 10 9.9 10 19 9.975
Vila Isabel 10 9.8 10 10 9.95
Tabela 7: Notas do quesito Comissao de Frente
Escola Jurado 1 | Jurado 2 | Jurado 3 | Jurado 4 | Média
Inocenentes de Belfort Roxo 9.6 9.7 9.6 9.8 9.625
Salgueiro 9.9 9.9 9.9 10 9.925
Unidos da Tijuca 9.9 10 10 10 9.975
Uniao da Ilha 9.6 9.8 9.7 9.7 9.7
Mocidade 9.5 9.9 9.8 9.7 9.725
Portela 9.5 9.8 9.9 9.7 9.725
Sao Clemente 9.5 9.6 9.8 9.7 9.65
Mangueira 9.9 9.6 9.8 9.5 9.7
Beija-Flor 9.9 10 10 9.7 9.9
Grande Rio 9.7 10 9.9 10 9.9
Imperatriz Leopoldinense 9.8 9.9 10 9.9 9.9
Vila Isabel 10 9.9 10 9.9 9.95
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Tabela 8: Notas do quesito Alegorias e Aderecos

Escola Jurado 1 | Jurado 2 | Jurado 3 | Jurado 4 | Média
Inocentes de Belfort Roxo 9.5 9.6 9.6 9.5 9.55
Salgueiro 9.9 9.9 9.9 10 9.925
Unidos da Tijuca 10 10 10 9.7 9.925
Uniao da Ilha 9.8 9.8 9.8 10 9.85
Mocidade 9.8 9.8 9.7 9.6 9.725
Portela 9.8 9.8 9.7 9.5 9.7
Sao Clemente 9.7 9.7 9.6 9.4 9.6
Mangueira 9.8 9.8 9.8 9.3 9.675
Beija-Flor 9.9 9.9 9.9 9.9 9.9
Grande Rio 9.8 9.9 9.7 10 9.85
Imperatriz Leopoldinense 9.8 9.9 9.9 10 9.9
Vila Isabel 10 10 10 9.6 9.9
Tabela 9: Notas do quesito Bateria
Escola Jurado 1 | Jurado 2 | Jurado 3 | Jurado 4 | Média
Inocentes de Belfort Roxo 9.9 9.7 9.6 9.7 9.725
Salgueiro 9.8 10 10 9.8 9.9
Unidos da Tijuca 10 10 9.9 10 9.975
Uniao da Ilha 9.7 9.8 9.8 9.6 9.725
Mocidade 9.8 9.9 10 9.6 9.825
Portela 10 10 10 9.9 9.975
Sao Clemente 10 9.9 9.7 9.9 9.875
Mangueira 10 9.9 10 10 9.975
Beija-Flor 10 9.9 10 10 9.975
Grande Rio 9.7 10 10 9.8 9.875
Imperatriz Leopoldinense 9.9 10 9.9 9.7 9.875
Vila Isabel 9.8 9.9 10 9.9 9.9
Tabela 10: Notas do quesito Samba-Enredo
Escola Jurado 1 | Jurado 2 | Jurado 3 | Jurado 4 | Média
Inocentes de Belfort Roxo 9.7 9.8 9.8 9.8 9.775
Salgueiro 9.9 9.8 9.6 9.9 9.8
Unidos da Tijuca 10 9.9 9.7 9.8 9.85
Uniao da Ilha 9.7 10 9.6 9.6 9.725
Mocidade 9.6 9.7 9.7 9.7 9.675
Portela 10 10 10 10 10
Sao Clemente 9.8 9.6 9.9 9.7 9.75
Mangueira 9.8 9.9 9.7 9.9 9.825
Beija-Flor 10 10 10 9.9 9.975
Grande Rio 9.8 9.6 9.6 9.6 9.65
Imperatriz Leopoldinense 9.9 9.9 9.8 9.9 9.875
Vila Isabel 10 9.8 10 10 9.95
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Tabela 11: Notas do quesito Fantasias

Escola Jurado 1 | Jurado 2 | Jurado 3 | Jurado 4 | Média
Inocentes de Belfort Roxo 9.6 9.6 9.6 9.5 9.575
Salgueiro 9.9 10 9.8 10 9.925
Unidos da Tijuca 10 9.9 19 9.8 9.925
Uniao da Ilha 9.9 9.9 9.7 10 9.875
Mocidade 9.7 9.8 10 9.6 9.775
Portela 9.7 9.7 9.9 9.7 9.75
Sao Clemente 9.8 9.8 9.7 9.6 9.725
Mangueira 9.8 10 10 9.6 9.85
Beija-Flor 10 10 9.9 10 9.975
Grande Rio 9.6 9.9 9.7 10 9.8
Imperatriz Leopoldinense 10 9.9 10 9.9 9.95
Vila Isabel 10 10 10 9.9 9.975
Tabela 12: Notas do quesito Evolucao
Escola Jurado 1 | Jurado 2 | Jurado 3 | Jurado 4 | Média
Inocentes de Belfort Roxo 9.7 9.6 9.7 9.8 9.7
Salgueiro 9.9 9.9 9.9 10 9.925
Unidos da Tijuca 10 10 9.9 9.9 9.95
Uniao da Ilha 9.8 9.7 9.8 9.8 9.775
Mocidade 9.8 9.7 9.8 9.6 9.725
Portela 10 10 9.8 9.7 9.875
Sao Clemente 10 9.8 9.8 9.7 9.825
Mangueira 9.9 9.9 9.9 9.6 9.825
Beija-Flor 9.9 10 10 10 9.975
Grande Rio 10 9.8 10 9.9 9.925
Imperatriz Leopoldinense 9.9 9.9 9.9 10 9.925
Vila Isabel 10 10 10 10 10

43



